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1. การหารลงตัว 

 
 

ตัวอย่าง 

1.  2|8    เพราะ   มีจํานวนเต็ม 4 ที่ทําให ้ 428 ⋅=  

2. 3|21  ………………………………………………………………………. 

3. -4|12 ………………………………………………………………………. 

4. 5|-20 ………………………………………………………………………. 

5. 4|0  ………………………………………………………………………. 

6. 3 8 เพราะ  ไม่มจีํานวนเต็ม c ที่ทําให้ c38 ⋅=  

7. 2 99 ………………………………………………………………………. 

8. 5 -16 ……………………………………………………………………….. 

 

 
 

  พิสูจน์   (1)   a|0    เพราะ  มจีํานวนเต็ม 0 ที่ทําให้ 0a0 ⋅=  

   (2)  1|a       .......................................................................... 

   (3)  a|a      ........................................................................... 

  

การหารลงตัว 

บทนิยาม   

จํานวนเต็ม n ซึ่งไม่เท่ากับศูนย์จะหารจํานวนเต็ม m ลงตัวก็ต่อเมื่อ มีจํานวนเต็ม c ซึ่ง m = nc 

 ใช้ n|m   แทน “n หาร m ลงตัว”  เช่น 4|8 

 ใช้ n m แทน “n หาร m ไม่ลงตัว”  เช่น 4 6 

 

ทฤษฎีบทท่ี 1  

 กําหนด a เป�นจํานวนเต็ม และ a≠0 

(1) a|0   (2)  1|a   (3)  a|a  
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  พิสูจน ์

.................................................................................................................................................... 

................................................................................................................................................... 

................................................................................................................................................... 

................................................................................................................................................... 

................................................................................................................................................... 

................................................................................................................................................... 

................................................................................................................................................... 

................................................................................................................................................... 

................................................................................................................................................... 

................................................................................................................................................... 

 

แบบฝ�กหัด 

1.  ให้  a|b  และ  c|d  แล้ว จงพิสูจน์ว่า ac|bd 

  พิสูจน ์

.................................................................................................................................................... 

................................................................................................................................................... 

................................................................................................................................................... 

................................................................................................................................................... 

................................................................................................................................................... 

................................................................................................................................................... 

................................................................................................................................................... 

................................................................................................................................................... 

................................................................................................................................................... 

................................................................................................................................................... 

ทฤษฎีบทท่ี 2 

  ถ้า a|b   และ    b|c แล้ว a|c  
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2.ให้  a|b  และ  b|d  แล้ว จงพิสูจน์ว่า a|(c-b) 

  พิสูจน ์

.................................................................................................................................................... 

................................................................................................................................................... 

................................................................................................................................................... 

................................................................................................................................................... 

................................................................................................................................................... 

................................................................................................................................................... 

................................................................................................................................................... 

................................................................................................................................................... 

................................................................................................................................................... 

................................................................................................................................................... 

 

 

 เช่น 3 และ 9 เป�นจํานวนเต็มบวก ซึ่ง 3|9 จะได้ 3 ≤ 9 

 พิสูจน์   สมมต ิ a|b 

  จะได้ว่า มีจํานวนเต็ม c ที่ทําให้ b = ac 

  เนื่องจาก a,b เป�นจํานวนเต็มบวก จะได้ว่า c เป�นจํานวนเตม็บวก  

  ด้ังนั้น c ≥1 

  จาก b = ac 

  จะได้ b  ≥ a

ทฤษฎีบทท่ี 3 

   ถ้า a และ b เป�นจํานวนเต็มบวก ซึ่ง a|b จะได้ a ≤ b 
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เช่น 4, 8 และ 12 เป�นจํานวนเต็มซึ่ง 4|8 และ 4|12 จะได้ )31228(|4 ⋅+⋅  

 

 

 พิสูจน์  

    a|b ดังนั้นมีจํานวนเตม็ n  ซึ่ง b = an 

    a|c ด้ังนั้นมีจํานวนเต็ม m ซึ่ง c = am 

  ด้ังนั้น bx   =………………………………………………………………… 

  และ   cy   = ………………………………………………………………… 

  เพราะฉะนั้น  bx + cy  = ……………………………………………….. 

     =……………………………………………….. 

  เนื่องจาก n,x,m และ y เป�นจํานวนเต็ม  ดังนั้น nx+my เป�นจํานวนเต็ม 

  จะได้ a|(bx+cy) 

 

แบบฝ�กหัด 

1. จงยกตัวอย่างจํานวนเต็ม a, b, c ซึ่ง a|bc  แต่ a b และ a c 

.................................................................................................................................................... 

................................................................................................................................................... 

................................................................................................................................................... 

................................................................................................................................................... 

 

2. จริงหรือไม่ถ้า a|(b+c) แล้ว a|b หรือ a|c     (ยกตัวอย่างประกอบ) 

.................................................................................................................................................... 

................................................................................................................................................... 

................................................................................................................................................... 

ทฤษฎีบทท่ี 4 

  ถ้า a, b และ c เป�นจํานวนเตม็ซึ่ง a|b และ a|c จะได้ a|(bx+cy) โดยที่ x และ y เป�นจํานวน

เต็มใด ๆ 

จํานวนเต็มใดก็ได้ 
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3. ถ้า d เป�นจํานวนเต็มบวกซึ่ง d|(15k+27) และ d|(3k+2) จงหาค่าของ d  (ใช้ ทบ.4) 

.................................................................................................................................................... 

................................................................................................................................................... 

................................................................................................................................................... 

................................................................................................................................................... 

.................................................................................................................................................... 

................................................................................................................................................... 

................................................................................................................................................... 

................................................................................................................................................... 

 

4. จงแสดงว่า ถ้า n เป�นจํานวนคี่แล้ว 4|n2-1 

.................................................................................................................................................... 

................................................................................................................................................... 

................................................................................................................................................... 

................................................................................................................................................... 

.................................................................................................................................................... 

................................................................................................................................................... 

................................................................................................................................................... 

................................................................................................................................................... 

 

5. จงแสดงว่า ถ้า a เป�นจํานวนเต็มแล้ว 2|(a2 - a) 

วิธีทํา    แยกพิจารณา a เป�น 2 กรณี 

กรณีที่ 1 ให้ a เป�นจํานวนคู ่

................................................................................................................................................... 

................................................................................................................................................... 

.................................................................................................................................................... 

................................................................................................................................................... 

................................................................................................................................................... 

................................................................................................................................................... 
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กรณีที่ 2 ให้ a เป�นจํานวนคี ่

................................................................................................................................................... 

................................................................................................................................................... 

.................................................................................................................................................... 

................................................................................................................................................... 

................................................................................................................................................... 

................................................................................................................................................... 

................................................................................................................................................... 

................................................................................................................................................... 

 

 

6.  ถ้า a|(2p-3q)  และ a|(4p-5q) จงแสดงว่า a|q 

................................................................................................................................................... 

................................................................................................................................................... 

.................................................................................................................................................... 

................................................................................................................................................... 

................................................................................................................................................... 

................................................................................................................................................... 

................................................................................................................................................... 

................................................................................................................................................... 

................................................................................................................................................... 

................................................................................................................................................... 
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 หมายเหตุ   1.  ห.ร.ม. เป�นจํานวนเต็มบวกและไม่เป�นศูนย์ 

2. ใช้สัญลักษณ์ d = (a,b) เพื่อแสดงว่า d เป�น ห.ร.ม.ของ a และ b 

3. (a,b) = (-a,b) = (a,-b) = (-a,-b) นั่นคือไม่ว่าเราจะหา ห.ร.ม.ของจํานวน 

เต็มบวกหรือลบย่อมมีค่าเท่ากัน 

4. ถ้า a ไม่เป�นศูนย์แล้ว (a,0) = |a| นั่นคือ ห.ร.ม.ของจํานวนเต็มใด ๆ กับศูนย์ก็คือตัวมัน

เองที่เป�นบวกนั่นเอง 

ตัวอยา่ง1. จงหา ห.ร.ม. ของ 32  กับ 48 

1. ใช้วิธีพิจารณาตัวประกอบ 

................................................................................................................................................... 

................................................................................................................................................... 

................................................................................................................................................... 

................................................................................................................................................... 

2. ใช้วิธีแยกตัวประกอบ 

................................................................................................................................................... 

................................................................................................................................................... 

................................................................................................................................................... 

................................................................................................................................................... 

................................................................................................................................................... 

3. ใช้วิธีหารสั้น 

................................................................................................................................................... 

................................................................................................................................................... 

................................................................................................................................................... 

................................................................................................................................................... 

ตัวหารร่วมมาก 

บทนิยาม  

 กําหนดให้ a, b เป�นจํานวนเตม็ที่ไม่เป�นศูนย์ (อย่างน้อยทีส่ดุจํานวนใดจํานวนหนึ่งต้องไมเ่ป�นศูนย์) 

แล้ว จะกล่าวว่า +∈ Id เป�นตัวหารรว่มมาก (Greatest Common Divisor : GCD) ของจํานวนเต็ม a,b ก็

ต่อเมื่อ d เป�นจํานวนเต็มที่มากที่สุดที่ทําให้ d|a และ d|b 
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ตัวอยา่ง 2 จงหา ห.ร.ม.ของ 63 และ -42 

 (63,42) = (63,-42) 

................................................................................................................................................... 

................................................................................................................................................... 

................................................................................................................................................... 

................................................................................................................................................... 

ตัวอยา่ง 3 จงหา ห.ร.ม. ของ 96, 144  และ 240 

................................................................................................................................................... 

................................................................................................................................................... 

................................................................................................................................................... 

................................................................................................................................................... 

................................................................................................................................................... 

................................................................................................................................................... 
 

 
 

 
 

เช่น  5 หาร -28 จะได้  -28 = (5)(-6) +2  เรียก -6 ว่า ผลหาร และเรียก 2 ว่า เศษ 

ตัวอยา่ง ในตารางต่อไปนี้ จะแสงผลหาร (q) และเศษ ® จากการหารจํานวนเตม็ m ด้วยจํานวนเต็ม n 

m n q (ผลหาร) nq r (เศษ)  m = nq + r 
98 7 14 98 0 14798 ⋅=  
87 5     
-79 6 -14 -84 5 5)14(679 +−=−  
45 -2 -22 44 1 1)22)(2(45 +−−=  
-90 -4 23 -92 2 2)23)(4(90 +−=−  
25 4     
-32 5     

43 -6     
-35 -8     
-1 4     

ขั้นวิธกีารหาร 

 ให้ m และ n เป�นจํานวนเตม็ 0n ≠ จะมีจํานวนเต็ม q และ r ชุดเดียว ซึ่ง 

 m = nq + r โดย nro <≤   เรียก q ว่าผลหาร  และ เรียก r ว่าเศษ 
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ทบทวนการหา ห.ร.ม. แบบยูคลิด โดยใช้ตารางการหาร 

ตัวอยา่ง  จงหา (-24, 56)  

................................................................................................................................................... 

................................................................................................................................................... 

................................................................................................................................................... 

................................................................................................................................................... 

................................................................................................................................................... 

................................................................................................................................................... 

ลองทําด ู 1) จงหา (56,72) 

................................................................................................................................................... 

................................................................................................................................................... 

................................................................................................................................................... 

................................................................................................................................................... 

................................................................................................................................................... 

................................................................................................................................................... 

 2)  จงหา (42, -30) 

................................................................................................................................................... 

................................................................................................................................................... 

................................................................................................................................................... 

................................................................................................................................................... 

................................................................................................................................................... 

................................................................................................................................................... 

  

ขั้นตอนการหา ห.ร.ม. แบบยูคลิด (Euclidean Algorithm) 
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การหา ห.ร.ม. แบบยูคลดิ โดยใช้ขั้นตอนวิธีหาร 
 

 

1. นําจํานวนเต็มบวกสองจํานวน

ที่ต้องการหา ห.ร.ม. มาคํานวณผลการ

และเศษเหลือ จากการหารตามที่ได้กล่าว

ไปแล้ว โดยให้จํานวนมากกว่าเป�นตัวตั้ง 

จํานวนน้อยกว่าเป�นตัวหาร ในกรณีที่

จํานวนที่สนใจเป�นจํานวนเต็มลบ 

สามารถใช้สมบัติของ ห.ร.ม. ที่กล่าวว่า 

ห.ร.ม.ของจํานวนเต็มลบย่อมมีค่าเท่ากัน 

2. นําผลจากข้อ 1. มาคํานวณอีก

ครั้ง โดยให้ตัวหารจากข้อ 1 เป�นตัวตั้ง 

และเศษเหลือเป�นตัวหาร คํานวณหา

ผลหารและเศษเหลือตัวใหม่ออกมา 

3. ทําซ�าตามขั้นตอนที่ 2 ไปเรื่อย ๆ 

จนกว่าจะหารลงตัว 

 

4. ห.ร.ม. จะเท่ากับเศษเหลือตัว

สุดท้ายที่เกิดขึ้น (ซึ่งเศษเหลืออยู่ก่อน

บรรทัดสุดท้าย 

ตัวอยา่ง 

1. จงหา ห.ร.ม.ของ 813 กับ 124 

……………………………………………………………

…………………………………………………………… 

…………………………………………………………… 

…………………………………………………………… 

…………………………………………………………… 

…………………………………………………………… 

…………………………………………………………… 

…………………………………………………………… 

…………………………………………………………… 

…………………………………………………………… 

…………………………………………………………… 

2. จงหา ห.ร.ม. ของ 4883 กับ 321 

……………………………………………………………

…………………………………………………………… 

……………………………………………………………

…………………………………………………………… 

…………………………………………………………… 

…………………………………………………………… 

…………………………………………………………… 

…………………………………………………………… 

…………………………………………………………… 

…………………………………………………………… 

…………………………………………………………… 
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แบบฝ�กหัด  

จงหา ห.ร.ม. แบบยูคลิด โดยใช้ข้ันตอนวิธีหาร 

1. (24,18) 
………………………………………………………………….. 
………………………………………………………………….. 
…………………………………………………………………. 
…………………………………………………………………. 
…………………………………………………………………. 
………………………………………………………………… 
………………………………………………………………… 
……………………………………………………………….. 
 

 
 2.  (56,147) 

………………………………………………………………….. 
………………………………………………………………….. 
…………………………………………………………………. 
…………………………………………………………………. 
…………………………………………………………………. 
………………………………………………………………… 
………………………………………………………………… 

………………………………………………………………….. 

2. (-550,1000) 
………………………………………………………………….. 
………………………………………………………………….. 
…………………………………………………………………. 
…………………………………………………………………. 
…………………………………………………………………. 
………………………………………………………………… 
………………………………………………………………… 

……………………………………………………………….. 
 

4.   (60,-72) 
………………………………………………………………….. 
………………………………………………………………….. 
…………………………………………………………………. 
…………………………………………………………………. 
…………………………………………………………………. 
………………………………………………………………… 
………………………………………………………………… 

……………………………………………………………….. 

5.  (-70,-154) 
………………………………………………………………….. 
………………………………………………………………….. 
…………………………………………………………………. 
…………………………………………………………………. 
…………………………………………………………………. 
………………………………………………………………… 
………………………………………………………………… 

……………………………………………………………….. 
 

    6.   ( 10010 , 11858) 
………………………………………………………………….. 
………………………………………………………………….. 
…………………………………………………………………. 
…………………………………………………………………. 
…………………………………………………………………. 
………………………………………………………………… 
………………………………………………………………… 

   ……………………………………………………………….. 
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  เช่น 8 = (88, 64)  จะได้ผลรวมเชิงเส้นของ 88 และ 64 คือ 8 =  (88)(3) + (64)(-4) 

วิธีหา x,y  ใช้วิธีย้อนกลับ ของการหา ห.ร.ม. แบบยูคลิดโดยใช้ขั้นตอนวิธีหาร ดังนี ้

........................................................................................................................................................................  
 

........................................................................................................................................................................ 

........................................................................................................................................................................ 

........................................................................................................................................................................ 

........................................................................................................................................................................ 

........................................................................................................................................................................ 

........................................................................................................................................................................ 

........................................................................................................................................................................ 

........................................................................................................................................................................ 

........................................................................................................................................................................ 

........................................................................................................................................................................ 

........................................................................................................................................................................  
 

........................................................................................................................................................................ 

........................................................................................................................................................................ 

........................................................................................................................................................................  
 

........................................................................................................................................................................ 

ผลรวมเชิงเส้น 

 
กําหนดให้ d เป�น ห.ร.ม.ของ a และ b  เขียนแทนด้วย d = (a,b)  เราสามารถหา d ในรูปผลรวมเชิงเส้น  

d = ax + by เมื่อ x,y ∈ I 
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ตัวอยา่ง จงหา (56,72)  และหา x,y ซึ่ง (56,72) = 56x +72y 

........................................................................................................................................................................  
 

........................................................................................................................................................................ 

........................................................................................................................................................................ 

........................................................................................................................................................................ 

........................................................................................................................................................................ 

........................................................................................................................................................................ 

........................................................................................................................................................................ 

........................................................................................................................................................................ 

........................................................................................................................................................................ 

........................................................................................................................................................................ 

........................................................................................................................................................................ 

 

ลองทําดู  ต่อไปนี้ให้นักเรียนหา (a,b)  และ x,y ซึ่ง  (a,b) = ax + by 

1.  (30,42) 

........................................................................................................................................................................  
 

........................................................................................................................................................................ 

........................................................................................................................................................................ 

........................................................................................................................................................................ 

........................................................................................................................................................................ 

........................................................................................................................................................................ 

........................................................................................................................................................................ 

........................................................................................................................................................................ 

........................................................................................................................................................................ 

........................................................................................................................................................................ 

........................................................................................................................................................................ 
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แบบฝ�กหัด   

จากหน้า 11 ให้นักเรียนใช้วิธีคิดย้อนกลับ คํานวณหา x,y ซึ่ง  (a,b) = ax + by 

1. (24,18) 
………………………………………………………………….. 
………………………………………………………………….. 
…………………………………………………………………. 
…………………………………………………………………. 
…………………………………………………………………. 
………………………………………………………………… 
………………………………………………………………… 
……………………………………………………………….. 
 

 
 2.  (56,147) 

………………………………………………………………….. 
………………………………………………………………….. 
…………………………………………………………………. 
…………………………………………………………………. 
…………………………………………………………………. 
………………………………………………………………… 
………………………………………………………………… 

………………………………………………………………….. 

2. (-550,1000) 
………………………………………………………………….. 
………………………………………………………………….. 
…………………………………………………………………. 
…………………………………………………………………. 
…………………………………………………………………. 
………………………………………………………………… 
………………………………………………………………… 

……………………………………………………………….. 
 

4.   (60,-72) 
………………………………………………………………….. 
………………………………………………………………….. 
…………………………………………………………………. 
…………………………………………………………………. 
…………………………………………………………………. 
………………………………………………………………… 
………………………………………………………………… 

……………………………………………………………….. 

5.  (-70,-154) 
………………………………………………………………….. 
………………………………………………………………….. 
…………………………………………………………………. 
…………………………………………………………………. 
…………………………………………………………………. 
………………………………………………………………… 
………………………………………………………………… 

……………………………………………………………….. 
 

    6.   ( 10010 , 11858) 
………………………………………………………………….. 
………………………………………………………………….. 
…………………………………………………………………. 
…………………………………………………………………. 
…………………………………………………………………. 
………………………………………………………………… 
………………………………………………………………… 

   ……………………………………………………………….. 
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ตัวอย่าง จงหา ห.ร.ม. โดยใช้วิธีขั้นการหารของยูคลิด เพื่อพิสูจน์ว่า จํานวนต่อไปนี้เป�นจาํนวนเฉพาะสัมพัทธ์ 

1. 7 กับ 15 
………………………………………………………………….. 
………………………………………………………………….. 
…………………………………………………………………. 
…………………………………………………………………. 
…………………………………………………………………. 
 

 
 2.  12 กับ 13 

………………………………………………………………….. 
………………………………………………………………….. 
…………………………………………………………………. 
…………………………………………………………………. 
…………………………………………………………………. 

  3.   9 กับ 61 
………………………………………………………………….. 
………………………………………………………………….. 
…………………………………………………………………. 
…………………………………………………………………. 
…………………………………………………………………. 
………………………………………………………………… 

4.       15 กับ 49 
………………………………………………………………….. 
………………………………………………………………….. 
…………………………………………………………………. 
…………………………………………………………………. 
…………………………………………………………………. 
………………………………………………………………… 

 

5.   111  กับ 200 
………………………………………………………………….. 
………………………………………………………………….. 
…………………………………………………………………. 
…………………………………………………………………. 
…………………………………………………………………. 
………………………………………………………………… 
………………………………………………………………… 

……………………………………………………………….. 

    6.   3519 กับ 4096 
………………………………………………………………….. 
………………………………………………………………….. 
…………………………………………………………………. 
…………………………………………………………………. 
…………………………………………………………………. 
………………………………………………………………… 
………………………………………………………………… 

   ……………………………………………………………….. 

จํานวนเฉพาะสัมพทัธ์ (Relatively Prime Numbers) 

นิยาม 

 จํานวนเต็ม  a และ b เป�นจํานวนเฉพาะสัมพัทธ์ ก็ต่อเมื่อ (a,b) = 1  

 นั่นคือ จํานวนเต็มสองจาํนวนใด ๆ จะเป�นจํานวนเฉพาะสมัพัทธ์เมื่อทั้งสองจํานวนนั้นไมม่ีตัว 

 ประกอบที่ซ�ากันเลย 
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   จํานวนเต็มตั้งแต ่1 ถึง 20 มีจํานวนใดบ้างที่มีสมบัติดังต่อไปนี ้

1. ไม่เป�นจํานวนเฉพาะสัมพัทธ์กับ 7 

ตอบ.............................................................................................................................................. 

2. เป�นจํานวนเฉพาะสัมพัทธ์กับ 7 

      ตอบ.............................................................................................................................................. 

3. ไม่เป�นจํานวนเฉพาะสัมพัทธ์กับ 14 

      ตอบ.............................................................................................................................................. 

4.  เป�นจํานวนเฉพาะสัมพัทธ์กับ 14 

      ตอบ.............................................................................................................................................. 

 จํานวนเต็มตั้งแต่ 1 ถึง 100 ที่ไม่เป�นจํานวนเฉพาะสัมพัทธ์กับ 15 มีทั้งหมดก่ีจาํนวน 

วิธีทํา    เนื่องจาก 15 มีตัวประกอบคือ 3 และ 5 จะได้ว่าทุกจํานวนที่หารด้วย 3 หรือ 5 หรือ 15 ลงตัวจะไม่

เป�นจํานวนเฉพาะสัมพัทธ์กับ 15 

........................................................................................................................................................................  
 

........................................................................................................................................................................ 

........................................................................................................................................................................ 

........................................................................................................................................................................ 

........................................................................................................................................................................ 

........................................................................................................................................................................ 

........................................................................................................................................................................ 

........................................................................................................................................................................ 

........................................................................................................................................................................ 

........................................................................................................................................................................ 

........................................................................................................................................................................ 

ลองคิดดูหน่อย 
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ตัวคูณร่วมน้อย (The least Common Multiple: 

L.C.M.) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

ตัวอยา่ง จงหา ค.ร.น. ของ 63 และ -42 

 
 ใช้วิธีแยกตัวประกอบ 
………………………………………………………………………. 
………………………………………………………………………. 
………………………………………………………………………. 
………………………………………………………………………. 
………………………………………………………………………. 
………………………………………………………………………. 
 

 
 ใช้วิธีหารสั้น 
………………………………………………………………………. 
………………………………………………………………………. 
………………………………………………………………………. 
………………………………………………………………………. 
………………………………………………………………………. 
………………………………………………………………………. 

 

ให้ a และ b เป�นจํานวนเต็ม โดยที่ a, b ไม่เป�นศูนย์
พร้อมกัน จํานวนเต็มบวก c ที่น้อยที่สุดที่ทําให้ a|c 
และ b|c เรียกว่าเป�น ตัวคูณร่วมน้อย (ค.ร.น.) 
 

1. ค.ร.น.เป�นจํานวนเต็มบวกและไม่เป�นศูนย์ 

2. ใช้สัญลักษณ์ [a,b] =c  เพื่อแสดงว่า c เป�น

ค.ร.น. ของ a และ b 
3. [a,b] = [a,-b]= [-a,b]= [-a,-b] นั่นคือไม่ว่าเรา

จะหา ค.ร.น.ของจํานวนเตม็บวกหรือลบย่อมมี
ค่าเท่ากัน 

4. [0,a] = 0 
 

ตวัคูณร่วมน้อย 
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ตัวอย่าง จงหา ค.ร.น. ของ 96, 144 และ 270 

 
 ใช้วิธีแยกตัวประกอบ 
………………………………………………………………………. 
………………………………………………………………………. 
………………………………………………………………………. 
………………………………………………………………………. 
………………………………………………………………………. 
………………………………………………………………………. 
 

 
 ใช้วิธีหารสั้น 
………………………………………………………………………. 
………………………………………………………………………. 
………………………………………………………………………. 
………………………………………………………………………. 
………………………………………………………………………. 
………………………………………………………………………. 

 

 

 

 

 

 

ตัวอย่าง ถ้า [x,40] = 100  และ (x,40) = 20 แล้ว 3x มคี่าเท่าใด 

……………………………………………………………………………………………………………………………………………………..………

…………………………………………………………………………………………………………………………………………….. 

…………………………………………………………………………………………………………………………………………………….. 

…………………………………………………………………………………………………………………………………………………….. 

…………………………………………………………………………………………………………………………………………………….. 
 

ตัวอย่าง ให้ a, b  เป�นจํานวนเต็มบวก ซึ่ง a < b,  5 หาร a ลงตัว และ 3 หาร b ลงตัว ถ้า a,b เป�นจํานวนเฉพาะ

สัมพัทธ์และ ค.ร.น. ของ a, b เท่ากับ 165 แล้ว a หาร b เหลือเศษเท่ากับข้อใด (Entrance 41) 

……………………………………………………………………………………………………………………………………………………..………

…………………………………………………………………………………………………………………………………………….. 

…………………………………………………………………………………………………………………………………………………….. 

…………………………………………………………………………………………………………………………………………………….. 

…………………………………………………………………………………………………………………………………………………….. 

สมบัติของ ห.ร.ม. และ ค.ร.น. 

ให้ a,b เป�นจํานวนเต็ม d= (a, b) , c = [a,b] 

จะได้ว่า dc = |ab| 
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1.ให้ n เป�นจํานวนเต็มบวก ซึ่ง ห.ร.ม.ของ n และ 42 เท่ากับ 6  

ถ้า 42 = nq0  + r0    0 < r0 < n 

     n   = 2r0   + r1 0 < r1 < r0 

      r0  =  2r1 

โดยที่ q0, r0, r1  แล้ว ค.ร.น. ของ n และ 42 มีค่าเท่าไร  (Entrance 40) 
………………………………………………………………………………………………………………..
……………………………………………………………………………………………………………….. 
……………………………………………………………………………………………………………….. 
……………………………………………………………………………………………………………….. 
……………………………………………………………………………………………………………….. 
……………………………………………………………………………………………………………….. 
……………………………………………………………………………………………………………….. 
……………………………………………………………………………………………………………….. 
……………………………………………………………………………………………………………….. 
………………………………………………………………………………………………………………..
……………………………………………………………………………………………………………….. 
 
 

ลอง

คิด

ดู

2. จงหาจํานวนเตม็บวกที่มีค่ามากที่สุดที่หาร 323, 227, 155 แล้วมีเศษเหลือ

เท่ากัน                                                                (ใช้ความรู้เรื่อง ห.ร.ม.) 

………………………………………………………………………………………………………………..
……………………………………………………………………………………………………………….. 
……………………………………………………………………………………………………………….. 
……………………………………………………………………………………………………………….. 
……………………………………………………………………………………………………………….. 
……………………………………………………………………………………………………………….. 
……………………………………………………………………………………………………………….. 
……………………………………………………………………………………………………………….. 
……………………………………………………………………………………………………………….. 
………………………………………………………………………………………………………………..
……………………………………………………………………………………………………………….. 
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1. กําหนด d เป�น ห.ร.ม. ของ 216  และ b กําหนด ค.ร.น.ของ 216 และ b 

เป�น 2808 กําหนด q1, q2, q3, q4 เป�นจํานวนเต็มบวก ดังนี้ 

216 = q1b + 60 

    b = q2 (60) + 18 

    60 = q3(18) + 6 

    18 = q4(6) 

 จงหาค่าของ q1+q2+q3+q4 

………………………………………………………………………………………………………………..
……………………………………………………………………………………………………………….. 
……………………………………………………………………………………………………………….. 
……………………………………………………………………………………………………………….. 
……………………………………………………………………………………………………………….. 
……………………………………………………………………………………………………………….. 
……………………………………………………………………………………………………………….. 
……………………………………………………………………………………………………………….. 
……………………………………………………………………………………………………………….. 
………………………………………………………………………………………………………………..
……………………………………………………………………………………………………………….. 
 
 2. จงหาจํานวนเตม็บวกที่มีค่ามากที่สุดที่หาร 121, 251, 189 แล้วมีเศษเหลือ

เท่ากัน                                                              (ใช้ความรู้เรื่อง ห.ร.ม.) 

………………………………………………………………………………………………………………..
……………………………………………………………………………………………………………….. 
……………………………………………………………………………………………………………….. 
……………………………………………………………………………………………………………….. 
……………………………………………………………………………………………………………….. 
……………………………………………………………………………………………………………….. 
……………………………………………………………………………………………………………….. 
……………………………………………………………………………………………………………….. 
……………………………………………………………………………………………………………….. 
………………………………………………………………………………………………………………..
……………………………………………………………………………………………………………….. 
 
 

แบบ

ฝ�ก

หัด
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3. ให้ x เป�นจํานวนเต็มบวกที่มีค่าน้อยที่สุดทีห่ารด้วย 4, 6, 13 แล้วมีเศษเหลือเป�น 3 

(ใช้ความรู้เรื่อง ค.ร.น.) 

………………………………………………………………………………………………………………..
……………………………………………………………………………………………………………….. 
……………………………………………………………………………………………………………….. 
……………………………………………………………………………………………………………….. 
……………………………………………………………………………………………………………….. 
……………………………………………………………………………………………………………….. 
……………………………………………………………………………………………………………….. 
………………………………………………………………………………………………………………..

4.  ถ้า n เป�นจํานวนเต็มบวกซึ่งมีสมบัติดังนี ้

         100  ≤ n ≤ 1000 

           45 หาร n ลงตัว และ 

           7 หาร n เหลือเศษ 3 แล้ว 

          n มีค่าเท่ากับเท่าใด (Entrance 48) 

………………………………………………………………………………………………………………..
……………………………………………………………………………………………………………….. 
……………………………………………………………………………………………………………….. 
……………………………………………………………………………………………………………….. 
……………………………………………………………………………………………………………….. 
……………………………………………………………………………………………………………….. 
……………………………………………………………………………………………………………….. 
……………………………………………………………………………………………………………….. 
5. จงหาจํานวนเตม็บวกที่มีค่ามากที่สุดที่หาร 4566 มีเศษเหลือเป�น 12 และหาร 
10482 มีเศษเหลือเป�น 17 
………………………………………………………………………………………………………………..
……………………………………………………………………………………………………………….. 
……………………………………………………………………………………………………………….. 
……………………………………………………………………………………………………………….. 
……………………………………………………………………………………………………………….. 
………………………………………………………………………………………………………………..
………………………………………………………………………………………………………………..
……………………………………………………………………………………………………………….. 
 
 

แบบ

ฝ�ก

หัด
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 สมการ

ต่อไปนี้เป�นสมการไดโอแฟนไทน์ 

3x2 + 2y2   = 5 

 

 

 

 

 

4x + 3y   = 1 

 

 

 

 

 

3x3 - 2y3   = 0 

 

 

 

 

 

2x+2y+2z = 0 

 

 

 

 

 

  

สมการไดโอแฟนไทน์ 
นิยาม 

สมการไดโอแฟนไทน์ 

(Diophantine Equation) คือ

สมการท่ีมีตัวแปรท่ีเก่ียวข้อง

มากกว่าหนึ่งตัว และมีผลเฉลย

เป�นจํานวนเต็ม 

 

เป�นสมการไดโอแฟนไทม์ เพราะ..................................................... 

…………………………………………………………………………………………. 
 

เป�นสมการไดโอแฟนไทม์ เพราะ..................................................... 

…………………………………………………………………………………………. 
 

เป�นสมการไดโอแฟนไทม์ เพราะ..................................................... 

…………………………………………………………………………………………. 
 

เป�นสมการไดโอแฟนไทม์ เพราะ..................................................... 

…………………………………………………………………………………………. 
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ในการศึกษาสมการไดโอแฟนไทน์เชิงเส้นนัน้ เราจะเริ่มพิจารณาจาก
ป�ญหาที่ง่ายก่อน ดังตัวอย่างต่อไปนี ้

           ตัวอย่าง ต้องการนําเหรียญ 10 บาท และธนบัตรใบละ 20 
บาท มารวมกัน ให้ได้เงิน 200 บาท จะทําได้ทั้งหมดก่ีวิธี ให้  เป�น
จํานวนเหรียญ 10 บาท และ  เป�นจํานวนธนบัตรใบละ 20 บาท  

………………………………………………………………………………… 

………………………………………………………………………………… 

………………………………………………………………………………… 

………………………………………………………………………………… 

………………………………………………………………………………… 

ด้ังนั้นผลเฉลยทั้งหมดได้แก่................................................... 

……………………………………………………………………………….. 

……………………………………………………………………………….. 

 

ตัวอย่าง สกายมีเงินอยู่ 68 บาท ต้องการซื้อน�ากระป๋องละ 8 บาท 

และน�าขวดละ 12 บาท จะมีก่ีวิธีที่สกายจะซื้อน�ากระป๋อง 

………………………………………………………………………………… 

………………………………………………………………………………… 

………………………………………………………………………………… 

………………………………………………………………………………… 

………………………………………………………………………………… 

………………………………………………………………………………… 

ด้ังนั้นผลเฉลยทั้งหมดได้แก่................................................... 

……………………………………………………………………………….. 

……………………………………………………………………………….. 

 

 

สมการไดโอแฟนไทน์เชิงเส้น 
 

นิยาม 

สมการไดโอแฟนไทน์เชิงเส้น 

(Linear Diophantine 

Equation) คือสมการไดโอแฟน

ไทน์ท่ีอยู่ในรูป  

a1x1+a2x2+a3x3+... +anxn  =b  

เป�นจํานวนเต็ม และ a1, a2, 

a3,..., an, b เป�นจํานวนเต็มท่ีไม่

เป�นศูนย์แลเป�นตัวแปรซ่ึงมีผล

เฉลยเป�นจํานวนเต็ม 

จะเห็นได้ว่าสมการไดโอแฟนไทน์เชิง

เส้น เป�นสมการดีกรีหนึง่ เน่ืองจาก

ทุกตัวแปรมีเลขช้ีกําลังเป�นหน่ึง 

สมการไดโอแฟนไทน์ มีท่ีมาจาก ไดโอ

แฟนทัส (Diophantus) นัก

คณิตศาสตร์ชาวกรีก ซึ่งศึกษาป�ญหาท่ี

เกี่ยวข้องกับสมการในลักษณะน้ี และ

เป�นหน่ึงในนักคณิตศาสตร์กลุ่มแรกท่ี

เร่ิมต้นใช้สัญลักษณ์ในวิชาพีชคณิต ได

โอแฟนทัสได้ช่ือว่าเป�น บิดาของ

พีชคณิต ป�จจุบันมีวิชาท่ีศึกษาป�ญหา

ท่ีเกี่ยวข้องกับสมการไดโอแฟนไทน์ 

เรียกว่า การวิเคราะห์ไดโอแฟนไทน์ 

(Diophantine analysis) ซึ่งมี

ความสําคัญในการศึกษาการเข้ารหัส

คีย์สาธารณะ (public-key 

cryptography) เป�นต้น 
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จาก 2 ตัวอย่างที่ผ่านมา จะสังเกตว่า ผลเฉลยที่ได้จะมีรูปแบบที่เหมือนกัน นั่นคือ ค่าของตัวแปรหนึ่งจะเพ่ิมขึ้น

ตามสัมประสิทธ์ิของอีกตัวแปรหนึ่ง ในทํานองเดียวกัน ค่าของอีกตัวแปรหนึ่งก็จะลดลงตามสัมประสิทธ์ิของอีกตัวแปรหนึ่ง
เช่นกัน แต่ไม่ใช่ว่าป�ญหาไดโอแฟนไทนจ์ะมีผลเฉลยเสมอไป ตัวอย่างเช่น 
              ตัวอย่าง จงหาผลเฉลยที่เป�นจํานวนเต็มทั้งหมดของสมการ    12x+21y=80  
              สังเกตว่า เราไม่สามารถตัดทอนโดยนําค่าคงที่หารตลอดทั้งสมการได้ แต่เราสามารถจัดรูปได้ว่า 3(4x+7y)=80 
              เนื่องจากเราต้องการผลเฉลยที่เป�นจํานวนเต็ม ทําให้ได้ว่า 4x+7y  ต้องเป�นจํานวนเต็มด้วย 
              แต่ 4x+7y=80/3  ซึ่งไม่เป�นจํานวนเต็ม จึงเกิดข้อขัดแย้ง 
             ดังนั้น สมการนี้ไม่มีผลเฉลยที่เป�นจํานวนเต็ม 
 

 

 

 

 

บทนิยาม 

จํานวนเต็ม x1, x2, x3,… ,xn ที่แทนค่าในสมการไดโอแฟนไทน์เชิงเส้น a1x1 + a2x2 +a3x3+… +anxn = b แล้วทําให้

สมการเป�นจริงเรียกว่า “ผลเฉลยของสมการไดโอแฟนไทน์เชิงเส้น” (หรือเรียกส้ัน ๆ ว่าผลเฉลย) 

1) เรียกผลเฉลยที่ประกอบด้วยตัวแปรอิสระใด ๆ ซึ่งเป�นจํานวนเต็มว่า “ผลเฉลยทั่วไป” 

2) เรียกผลเฉลยที่ประกอบไปด้วยจํานวนเต็มทีแ่นน่อน หรือผลเฉลยที่ได้จากการแทนค่าจํานวนเต็มในผลเฉลย

ทั่วไปว่า “ผลเฉลยเฉพาะราย” 

ทฤษฎีบท 

กําหนดให้ ax +by = c  เป�นสมการไดโอแฟนไทน์เชิงเส้นสองตัวแปร และให้ d = (a,b)  ถ้า d c แล้วสมการจะไม่

มีผลเฉลย แต่ถ้า d|c แล้วสมการมีผลเฉลย และถ้าทราบว่า x0, y0 เป�นผลเฉลยหนึ่งของสมการแล้ว ผลเฉลยทั่วไป

ของสมการจะอยู่ในรูป 

      และ    
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ตัวอย่าง1  จงหาผลเฉลยทั่วไปของสมการ 4x + 3y = 1 

…………………………………………………………………………………………………………………………………………………………….………

……………………………………………………………………………………………………………………………………………………. 

……………………………………………………………………………………………………………………………………………………………. 

……………………………………………………………………………………………………………………………………………………………. 

……………………………………………………………………………………………………………………………………………………………. 

……………………………………………………………………………………………………………………………………………………………. 

 

ตัวอย่าง2 จงหาผลเฉลยทั่วไปของสมการ 12x + 28y =4 

…………………………………………………………………………………………………………………………………………………………….………

……………………………………………………………………………………………………………………………………………………. 

……………………………………………………………………………………………………………………………………………………………. 

……………………………………………………………………………………………………………………………………………………………. 

……………………………………………………………………………………………………………………………………………………………. 

……………………………………………………………………………………………………………………………………………………………. 

…………………………………………………………………………………………………………………………………………………………….………

……………………………………………………………………………………………………………………………………………………. 

……………………………………………………………………………………………………………………………………………………………. 

 

สรุปการหาผลเฉลยทั่วไปของสมการ ax + by = c 

1. หา d =(a,b) 

2. ตรวจสอบว่า d|c หรือ d c 

3. ถ้า d c แล้วสมการ ax + by = c ไม่มีคําตอบในระบบจํานวนเต็ม 

4. ถ้า d|c เราเขียน d = ax1+by1 โดยใช้วิธีย้อนกลับขั้นการหารแบบยูคลิด 

5. จากการเขียน c =kd เราเลือก x0 = kx1 และ y0 = ky1 

6. สร้างคําตอบทั่วไปจาก 

 

      และ    
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                           จงหาผลเฉลยทั่วไปของสมการต่อไปนี้ 

1.  4x + 2y = 11 

………………………………………………………………………………………………………………………………………

…………………….……………………………………………………………………………………………… 

……………………………………………………………………………………………………………………………… 

……………………………………………………………………………………………………………………………… 

       

2. 2x + 6y = 8 

………………………………………………………………………………………………………………………………………

…………………….……………………………………………………………………………………………… 

……………………………………………………………………………………………………………………………… 

……………………………………………………………………………………………………………………………… 

………………………………………………………………………………………………………………………………………

……………………………………………………………………………………………………………………… 

……………………………………………………………………………………………………………………………… 

……………………………………………………………………………………………………………………………… 

……………………………………………………………………………………………………………………………… 

……………………………………………………………………………………………………………………………… 

……………………………………………………………………………………………………………………………… 

 

3. 56x  + 72y = 40 

………………………………………………………………………………………………………………………………………

……………………………………………………………………………………………………………………… 

……………………………………………………………………………………………………………………………… 

……………………………………………………………………………………………………………………………… 

……………………………………………………………………………………………………………………………… 

……………………………………………………………………………………………………………………………… 

……………………………………………………………………………………………………………………………… 

………………………………………………………………………………………………………………………………………

……………………………………………………………………………………………………………………… 

……………………………………………………………………………………………………………………………… 

……………………………………………………………………………………………………………………………… 

แบบ

ฝ�ก

หัด
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